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Presentacion

sta segunda edicion del texto estd destinada a los estudiantes que cursan el primer gra-
do de las preparatorias, con Plan de Estudios 2015, del bachillerato de la Universidad
Auténoma de Sinaloa. Los contenidos del mismo cubren el primer semestre del ciclo
escolar, en correspondencia con las exigencias del Programa de Matematicas I (Aritmética y

Algebra).

El propésito general de la asignatura de Matemdticas I es que al finalizar el curso el alumno
conozca y comprenda el lenguaje algebraico y los procedimientos y operaciones aritméticas y
algebraicas bésicas, y los aplique en la modelacién, formulacién y resolucion de problemas de
su vida cotidiana, y de algunas dreas de las ingenierias y las ciencias.

Para lograr tal proposito las competencias genéricas y disciplinares basicas de matematicas
a desarrollar durante el curso son las siguientes:

Competencias genéricas Atributos

4. Escucha, interpreta y emite mensajes 4.1 Expresa ideas y conceptos mediante diversos
pertinentes en distintos contextos me- sistemas de representacion simbolica.
diante la utilizacion de medios, cédi-
gos y herramientas apropiados.

5.1 Sigue instrucciones y procedimientos de ma-

S. Desarrolla innovaciones y propone so- nera reflexiva en la bisqueda y adquisicion
luciones a problemas a partir de méto- de nu
dos establecidos. 5.7 Propone soluciones a problemas del orden

cotidiano, cientifico, tecnolégico y filoséfico.

6.4 Estructura ideas y argumentos de manera

6. Sustenta una postura personal sobre
clara, coherente y sintética.

temas de interés y relevancia general,
considerando otros puntos de vista de

6.5 Emite juicios criticos y creativos, basandose
manera critica y reflexiva.

en razones argumentadas y vélidas.
7.3 Articula los saberes de diversos campos del

conocimiento y establece relaciones entre
ellos y su vida cotidiana.

7. Aprende por iniciativa e interés propio
alolargo dela vida.

8.1 Plantea problemas y ofrece alternativas de
solucién al desarrollar proyectos en equipos
8. Participa y colabora de manera efecti- de trabajo, y define un curso de accién con
va en equipos diversos. pasos especificos.
8.3 Asume una actitud constructiva al intervenir
en equipos de trabajo, congruente con los co-
nocimientos y habilidades que posee.



Competencias disciplinares basicas
del area de matematicas

Criterios de aprendizaje

1. Construye e interpreta modelos mate-
maticos mediante la aplicacion de pro-
cedimientos aritméticos, algebraicos,
geométricos y variacionales, para la com-
prension y andlisis de situaciones reales,
hipotéticas o formales.

2. Formula y resuelve problemas matemati-
cos, aplicando diferentes enfoques.

3. Explica e interpreta los resultados ob-
tenidos mediante procedimientos ma-
tematicos y los contrasta con modelos
establecidos o situaciones reales.

4. Argumenta la solucién obtenida de un
problema, con métodos numéricos, grafi-
cos, analiticos o variacionales, mediante el
lenguaje verbal, matemitico y el uso de las
tecnologias de la informacién y la comu-
nicacion.

8. Interpreta tablas, graficas, mapas, diagra-
mas y textos con simbolos matematicos y
cientificos.

Construye e interpreta modelos matema-
ticos pertinentes para la representacidn,
comprension y andlisis de situaciones o
problemas reales, hipotéticos o formales,
mediante la modelacion y aplicacién de con-
ceptos, procedimientos y simbolos de la arit-
mética y el dlgebra.

Formula y resuelve problemas matematicos
reales, hipotéticos o formales, mediante la
aplicacion de conceptos y procedimientos
de la aritmética y el dlgebra.

Explica e interpreta los resultados obteni-
dos en los célculos, ejercicios y problemas
resueltos sobre la aritmética y el dlgebra, y
los contrasta con axiomas, procedimientos y
modelos establecidos y con las condiciones
dadas o situaciones reales.

Argumenta la validez de la solucién de
los ejercicios y problemas resueltos sobre
aritmética y algebra, usando métodos nu-
méricos, graficos o analiticos, mediante el
lenguaje verbal y matemitico.

Interpreta tablas, graficas, diagramas y textos
con simbolos, conceptos y operaciones de la
aritmética y el algebra, mostrando compren-
sion en la lectura de textos de Matemaiticas y
emitiendo juicios correctos y bien fundados
sobre las diversas representaciones de los ob-
jetos matematicos.

El contenido tratado en este texto es de nivel basico elemental, ya qué el bachillerato uni-
versitario tiene caracter propedéutico, asi los conocimientos tedricos que aparecen en cada
capitulo constituyen los minimos que se requieren para la comprension del contenido y el
desarrollo de las competencias matematicas fundamentales. Mientras que, didécticamente,
se desarrollan de manera intuitiva e informal, hasta donde sea matemdticamente posible, por
lo cual se enfatiza en la visualizacion geométrica de los conceptos y operaciones, y en aplica-
ciones sencillas.

Eltexto de Matematicas I se encuentra disenado para ser trabajado por procesos, desde el
enfoque en competencias, siguiendo una metodologia activa de ensefianza/aprendizaje que
deberd estar centrada en: investigaciones autonomas del alumno, exposiciones de clase, talle-
res de resolucién individual y/o grupal de ejercicios y problemas escolares formales o contex-
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tualizados, argumentaciones y demostraciones matematicas, evaluacién y comunicacién de
procedimientos y resultados, analisis y correccién de errores.

Estas orientaciones didicticas generales deberdn desarrollarse en un ambiente, o micro-
cosmos cultural de practicantes o aprendices, similar al de la comunidad cientifica. Y se re-
comienda que el docente lo implemente a través de los siguientes momentos y funciones
didacticas (FD): motivacién, orientacion hacia el objetivo, aseguramiento del nivel de par-
tida, elaboracion o desarrollo del nuevo contenido de aprendizaje, consolidacion y fijacion
del aprendizaje, control y evaluacion del aprendizaje.

Los contenidos disciplinares tratados abordan ampliamente la terminologia y simbologia
algebraica y el trabajo procedimental o algoritmico. La ejercitacién que se propone en todos
los temas es amplia y variada y resulta suficiente para el nivel de profundidad y complejidad
con que se deben cumplir los objetivos del programa. Los ejercicios estan dirigidos en lo fun-
damental al desarrollo de habilidades basicas y a través de ellos se propicia la integracién del
contenido. Sin embargo, recomendamos al estudiante el uso de un software, por ejemplo el
Geogebra, para efecto de comprobar los resultados de algunos ejercicios.

En cada uno de los apartados, en que se dividen los capitulos, se presentan ejemplos com-
pletamente desarrollados de los problemas y ejercicios tipicos correspondientes a los cono-
cimientos tedricos tratados, con el propésito de contribuir al desarrollo de habilidades en los
procedimientos y estrategias de trabajo y para fijar los conocimientos. Para cada uno de los
temas tratados hay una gran variedad de actividades de aprendizaje dedicadas a la resolucién
de problemas, lo que requiere habilidad para traducir del lenguaje comtn al matemitico y
viceversa, o sea, para la elaboracién de modelos matematicos.

El contenido del libro se ha estructurado y organizado en tres capitulos, en funcién de lo-
grar una mejor sistematizacion e integracién de los conocimientos. En el primer capitulo, se
estudian los elementos de los conjuntos y los niimeros reales en el contexto de la aritmética.
Esto en razén de que el Algebra elemental resulta de una generalizacion de la aritmética, y por
ende es natural y conveniente que el alumno reactive sus conocimientos de aritmética, en el
contexto de los diferentes sistemas numeéricos, para que se posibilite un mejor aprendizaje
de esta rama de las matematicas. Asi pues, esta unidad ofrece magnificas oportunidades para
reactivar los conocimientos y las habilidades aritméticas sobre operaciones combinadas con
numeros reales, expresados de diferentes formas.

En el segundo capitulo se inicia sobre la base de la Aritmética el estudio formal del Alge-
bra Elemental. La unidad principia con el estudio del lenguaje algebraico, y se hace teniendo
siempre presente que el desarrollo y comprensién del lenguaje matematico constituye una
premisa esencial y bésica para lograr el nivel de abstraccion, generalidad y aplicacién que la
matematica ha alcanzado. Ya que el uso formal y correcto de la simbologia y reglas de opera-
ciodn, asi como el logro funcional o 1til del conocimiento algebraico, solamente es posible si
se comprende el significado del trabajo con la simbologia y las operaciones con las variables
(por ejemplo la traduccién del lenguaje comiin al algebraico y viceversa), en consecuencia, en
la unidad se enfatiza en los aspectos sintictico y semdntico del lenguaje algebraico.
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Después de estudiarse los fundamentos del lenguaje algebraico, en esta misma unidad, se
abordan los conceptos, definiciones y operaciones relativos a las expresiones algebraicas mas
sencillas como son los polinomios. Asi por cuestiones didacticas los calculos algebraicos se
limitan de inicio a los polinomios de una, dos o tres variables. Posteriormente, en el tercer
capitulo de este texto, y en el curso de Matematicas I, los célculos algebraicos se extienden a
expresiones algebraicas mas complicadas.

Por tltimo, en el tercer capitulo, se estudia la factorizacion de polinomios y los con-
ceptos y operaciones fundamentales de las fracciones algebraicas. En aras de lograr la fun-
cionalidad del conocimiento algebraico y el desarrollo de habilidades en el estudiante, una
vez estudiada la factorizaciéon de polinomios inmediatamente se pasa a sus aplicaciones en la
simplificacion de fracciones algebraicas y a la resolucién de ecuaciones. En este mismo senti-
do, se estudian los conceptos y operaciones algebraicas basicas de las fracciones algebraicas,
tratando de que el estudiante adquiera particularmente habilidades en la simplificacion de sus
resultados, y en la aplicacion de sus conocimientos.

Antes de cerrar esta presentacion queremos sugerir y advertir a los profesores y estudian-
tes de matematicas del bachillerato, que usen este material como lo que es: un material de
apoyo didactico. Ninguin texto, por si solo, resuelve todos los problemas que conlleva el pro-
ceso de ensenanza/aprendizaje de la Matematica. Por lo cual, el maestro deberd aplicar toda
su experiencia y competencias docentes para el uso planificado, critico y selectivo del texto,
mientras que el estudiante debera desarrollar, con disciplina y con la guia del profesor, su ma-
yor esfuerzo para su comprension.

Estimables lectores, aunque este texto ha sido revisado con mucho cuidado en su escritura
y edicién, desgraciadamente siempre se presentan errores involuntarios, por lo cual les agra-
decemos de antemano que nos hagan llegar sus comentarios, criticas y propuestas de cambio
ala Academia de Mateméticas de la DGEP-UAS (0 a la direccién electrénica arturoyle@hot-
mail.com) , para asi poder mejorarlo, conjuntamente con ustedes, en futuras ediciones.

Esta edicién del libro se ha realizado en los talleres gréficos de Servicios Editoriales Once
Rios, los lectores podran apreciar la calidad del trabajo que evidencia su profesionalismo, lo
que nos produce gran satisfaccion, por tal razon queremos expresarles nuestro reconocimien-
to y felicitacion.

Agradecemos las facilidades que para esta publicacién brindaron los directivos de la Direc-
cién General de Escuelas Preparatorias de la Universidad Auténoma de Sinaloa.

Finalmente les deseamos respectivamente a los alumnos y profesores muchos éxitos en el
aprendizaje y ensefianza del Algebra y esperamos que este libro les ayude en este desempefio.

Muchas gracias: LOS AUTORES

ATENTAMENTE

Culiacidn Rosales, Sinaloa, julio de 2016
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NUumeros reales
y aritmetica

Propésito de unidad

Comprende y realiza las operaciones fundamentales de los conjuntos y de la aritmética,
considerando las propiedades, representaciones y subconjuntos numéricos de los nimeros
reales, y las aplica en los cdlculos y en la modelacion, formulacion y resolucion de problemas
en diversos contextos.

Contenido Indicadores de desempeiio

Elementos de Conjuntos: Concepto y notacion de conjuntos.
Conjuntos finitos e infinitos. Conjunto vacié. Conjunto universal.
Subconjuntos. Operaciones elementales entre conjuntos: unidn,
interseccion, diferencia y complemento. Diagramas de Venn. Apli-

caciones de los conjuntos.

Sistemas Numéricos y Aritmética: Concepto de niimero. Niime-
ros naturales: definicion, operaciones, potencias con exponentes
naturales y sus leyes de exponentes, factorizacion, niimeros primos
y compuestos, maximo comun divisor (MCD) y minimo comun
multiplo (mcm). Niimeros enteros: definicion, operaciones y regla
de los signos, propiedades, potencias con exponentes enteros y sus
leyes de los exponentes. Niimeros racionales: definicién, represen-
taciones, operaciones y propiedades, potencias de racionales y sus
leyes de exponentes, razones, porcentajes y proporciones, variacion
directamente e inversamente proporcional. Niimeros irracionales:
definicidn, representaciones y operaciones, radicales (con radican-
dos niimeros racionales) y raices. Niimeros reales: definicién y repre-
sentacion geométrica, operaciones y propiedades de campo de los
ndimeros reales, distancia y valor absoluto, propiedades de orden en
los numeros reales, desigualdades e intervalos, operaciones y leyes
de exponentes para potencias y radicales.

1)

2)

3)

En esta unidad debe lograrse que
los alumnos sean capaces de:

Conocer y aplicar el concepto, la sim-
bologia y las operaciones de los con-
juntos en el estudio de los numeros
reales, y de la aritmética y el dlgebra

en general.

Conocer, identificar y aplicar los di-
versos sistemas numéricos que com-
ponen los numeros reales, asi como
sus operaciones y propiedades y di-
versas representaciones, en los cilcu-
losy en la formulacion y resolucién de

problemas aritméticos y algebraicos.

Reactivar la aritmética a través de la
realizacion de calculos aritméticos y
algebraicos en los diversos sistemas
numéricos que componen los nime-
ros reales, y de su aplicacion en con-
textos problematicos donde aparecen
factores y divisores, razones, propor-

ciones y porcentajes.




unidad

Actividad preliminar: ¢ Qué es un conjunto?

Ver los siguientes videos:

http://www.youtube.com/watch?v=SYNCycRsLPg
http://www.youtube.com/watch?v=6vs73U9TgX4

/I . 1 Elementos basicos de conjuntos

El concepto de conjunto es basico en la ciencia matemética, y se aplicara con mucha frecuencia en todas
las asignaturas de matematicas. En particular, el estudio y comprension del dlgebra se facilita mediante
el uso del lenguaje de conjuntos. En este apartado se estudian y formalizan, a nivel elemental, los con-
ceptos y operaciones basicas de los conjuntos, en la idea de aplicarlas inmediatamente en el estudio de
los niimeros reales y en la resolucién de problemas como el siguiente:

En una entrevista efectuada por teléfono a 140 personas se encontr6 que en los domingos: 90 per-
sonas van al cine, 70 ven television en casa, 40 hacen las dos cosas, mientras que el resto ni van al cine
ni ven television. Determina cuintas personas de las entrevistadas: (a) van tinicamente al cine sin ver
televisién?, (b) ven unicamente television sin ir al cine? y (c) no hacen ninguna de las dos cosas?

Nocién y concepto de conjunto

Mi nocién de conjunto es:

En la vida cotidiana el concepto “conjunto” es muy familiar y de mucha aplicacién. Asi frecuente-
mente escuchamos, o decimos, que:

En la feria pasada fui a ver el conjunto musical los Tigres del Norte.

Ya tengo el conjunto o la coleccién de libros de todas las asignaturas del primer semestre.
El conjunto de los niumeros naturales son:
El conjunto de estudiantes de primer afio del bachillerato de la uas durante el ciclo escolar 2016-
2017.
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BIM | NUMERO REALES Y ARITMETICA o UNIDAD |

En estos ejemplos la palabra conjunto se usa intuitivamen-
te como sinénimo de coleccién o grupo de cosas u objetos,
y generalmente no requiere de precisién conceptual ya que
cumple eficazmente el propdsito de comunicar algo a alguien.
Sin embargo, aunque dichos conjuntos se definen con crite-
rios arbitrarios, algunas veces dichos conjuntos no estdn bien
definidos, en el sentido de que resulta confuso determinar si
un elemento pertenece o no a tal conjunto. Por ejemplo, el
conjunto de las peliculas bonitas del ano 2015 no esta bien
definido, porque pueden existir distintas personas con opinio-
nes diversas respecto a lo que es bonito y si una pelicula en
particular esta bonita.

En matemdticas también se utiliza la palabra conjunto, sin
embargo, aqui se usa con significados mas técnicos y precisos
que en la vida cotidiana. Asi decimos que:

v El 5.87 no pertenece al conjunto de los numeros enteros, pero si pertenece al conjunto de los
ndmeros racionales.

v El conjunto de los nimeros naturales pares tiene igual nimeros de elementos que el conjunto
de los niimeros naturales impares (Verificalo). .

v Los niimeros reales -3 y 2 son elementos del conjunto solucién de la ecuacién cuadratica
x? + x—6=0 (Verificalo).

v Una recta esta compuesta por un conjunto infinito de puntos.

Un conjunto, aunque se considera un término primario (que no se define), siempre es necesario ex-
plicitar y precisar algun criterio de definicién. De lo anterior, y tomando como referencia los objetivos y
necesidades de este curso, para lo que sigue serd suficiente la siguiente nocién de conjunto:

/" e —
Un conjunto es una coleccién de objetos cualesquiera, los cua- ﬂ o
les se llaman elementos del conjunto, con un criterio bien de- % b

finido que sirve para determinar si un elemento cualquiera es S
miembro o pertenece a dicho conjunto.

%

Los elementos de un conjunto, que pueden ser a su vez otros conjuntos, se escriben entre llaves { }yse
separan por comas. Asi {g, ¢, i, o, u} denota al conjunto de las vocales del espafiol. En algunas ocasiones
cuando la lista es muy larga es posible utilizar puntos suspensivos, como en {g, b, .., , 3, z}, o cuando
es imposible enlistarlos todos, como en los niimeros naturales {1, 2, 3, 4,...}. Los puntos suspensivos se
usardn siempre y cuando se conozca el elemento que sigue en cada caso; es decir, al dar un elemento
cualquiera del conjunto, sabemos cudl estd después de él.

Es usual denotar los conjuntos con letras mayusculas del alfabeto, mientras que sus elementos se
denotan con letras minusculas. Por ejemplo, el conjunto de las letras vocales puede escribirse como
V={a, ¢ i, 0, u}. De igual manera, podemos llamar G al conjunto de las letras del alfabeto griego y escri-
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x € A, se lee “x es elemento de A”
0 “xestien A” o “x pertenece a A”.

bir: G={e<, B, 7, §, €,..., W, w}. O también, podemos representar
al conjunto de los nimeros naturales pares con P, y escribir:
P={2, 4, 6, 8, 10,...}. Cuando un elemento “x” pertenece a un
conjunto A se dice que “x, es elemento de A”, o bien que “x —

estidenA”. Y se simboliza como: x€A. En caso contrario, cuan- x & A, se lee “x no es elemento de
do un elemento “x” no pertenece al conjunto “A” se simboliza ~ [A” 0 “x no estd en A” o "x no per-
asi: xgA. tenecea A”.

Si tenemos el conjunto M de los niimeros naturales multiplos
de cinco, comprendidos entre 10 y 295, o sea M= {15, 20, 25, ..., 285,290}

Ejemplo | 25 € M,30 € M, 100 € M,290 € M, pero,7 ¢ M, 12 ¢ M,26 ¢ M, 113 ¢ M, 295 ¢ M.

Si tenemos los conjuntos A={1, 2, 3} y B={2, 3, 1} se observa que ambos tienen los mismos ele-
mentos aunque en diferente orden. En casos como este se dice que ambos conjuntos son iguales, y se
escribe: A=B. De donde, dos 0 mds conjuntos son iguales, si todos y cada uno de los elementos de cada
conjunto son también un elemento de los demas conjuntos. En conclusién la igualdad de dos o mis
conjuntos no requiere que los elementos se dispongan en el mismo orden. Asi, los siguientes conjuntos
son iguales:

{a,b}={b,a} y {16,12,8,4}={12,4,16,8}

Ademds de expresar un conjunto haciendo una lista de sus elementos, existe otra forma que consiste
en representarlos por una letra seguida de una proposicién que enuncia la propiedad que define al con-
junto. Ejemplo: en V={g, ¢, i, 0, u}, la propiedad de sus elementos es la de ser una vocal, de donde, los
elementos se pueden representar por la letra x, y entonces el conjunto V se expresa asi:

V={x, tal que x es una vocal}

La expresiéon “tal que” se acostumbra simbolizar
como /; quedando el conjunto V' de la siguiente mane- | El método de listar todos los elementos de
ra: V={x / x es una vocal}. un conjunto, se llama de extension o enu-
meracién y el de utilizar una propiedad se

Para algunos conjuntos es costumbre utilizar sim- ] s
llama método de comprension.

bolos especiales, como en el caso de los conjuntos nu-
méricos. Asi tenemos qué:

N= Conjunto de los nimeros naturales= {1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9,10, 11, 12, ...}
N= {x/x es un nimero natural}

Z= Conjunto de los numeros enteros= {.., -2,-1,0, 1,2, 3,...}

Z={x/x es un nimero entero}

a) B={1,2,3,4,5,6}, por comprensién expresa:

Ejemplo B= {x/x es un nimero natural menor que 7}, se lee: “B es el conjunto de todas las
x, tales que x es un nimero natural menor que 7”.

b) Sea: C={2,4,6,8,...}, el conjunto de los nimeros naturales pares, por comprensién
se expresa: C={x/x es un nimero natural par}={2x/x € N}.

c) Sea: D= {§, 10, 15, 20,...}, el conjunto de los nimeros naturales multiplos de S, o
divisibles entre S, entonces D= {Sx/x € N}.
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d) Sea: E={5,7,9,11, 13, 15}, el conjunto de los nimeros naturales impares mayo-
res que 4 y menores que 16, entonces: E={x/ x € Ny4<x<16}.

Conjuntos finitos e infinitos. Conjunto vacio

De los ejemplos anteriores, puedes observar que al momento de listar, o describir, todos los elementos
de un conjunto pueden presentarse tres situaciones: que el nimero de elementos sea finito, infinito o
que no exista elemento alguno. En el primer caso se trata de un conjunto finito, en el segundo de un
conjunto infinito y en el tercero tenemos un (“exdtico”) conjunto vacio. El nimero de elementos de un
conjunto A se denota por n(A). Asi tenemos que:

G={-2,-1,0,1,2,3}, esun conjunto finito, con n(G)=6
N={4, 8,12, 16,..}, esun conjunto infinito, con n(N)=co
V={x/xeN y x<0}={ }, esun conjunto vacio, con n(V)=0.

Posiblemente te resulte extraiio que se hable de conjuntos vacios, sin embargo, este tipo de conjun-
tos sin elementos es frecuente en matematicas. Veamos un par de ejemplos: Sea, P={ y / yeR, y?= -9}.
Si buscamos los valores reales de y tales que y2 =-9, es decir buscamos un nimero que elevado al cuadra-
do de -9, resulta claro que no existe ningin numero que cumpla esta condicién, pues ya sabemos que
todo niimero positivo o negativo elevado al cuadrado es otro niimero positivo. Por lo tanto: P={ } esun
conjunto vacio. El conjunto vacio también se denota con el simbolo ¢, de donde, P={y / yeR, y>= -9}
={ }=¢. Otro ejemplo: sea D= {x/x€N, 2<x<4, x #3}, resulta evidente que: D={ }=¢.

En la vida cotidiana los conjuntos vacios casi no se usan, lo cual no implica que no existan. Para que
te convenzas enumera los elementos del siguiente conjunto: P= {x/x es una mujer que haya sido presi-
dente de México hasta antes del afio 2016}.

Si revisas la historia politica del pais concluirds que no existe persona que tenga esta propiedad. Por
lo tanto, el conjunto P={ }=¢.

Un conjunto vacio es aquel que no tiene elementos.

Los simbolos que lo representason { }y¢. O sea: { }=¢.

Subconjuntos

Considérese los conjuntos A={x/x es habitante de Sinaloa} y B={y/y es habitante de México}. ;Qué
puede afirmarse de los elementos del conjunto A con respecto a los elementos de B?

Respuesta:

Esta relacion entre A y B se simboliza asi: AC B, el cual se lee: “A esta
contenido en B” 0 “A es subconjunto de B”. Asi pues, dados dos con-
juntos A 'y B se dice que A es subconjunto de B, si y s6lo si todos los ele-
mentos de A son elementos de B.
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En consecuencia, un conjunto A no es subconjunto de B si existe al menos un elemento en A que no
pertenece a B. Ejemplo, si A={1, 2, 3,4, S} y B={1, 2, 3,4, 6,7}, como S€A y 5¢B, entonces, A no es
subconjunto de B. Esto se denota como Az B (Se lee: A no est4 contenido en B, 0 A no es subconjunto

de B).

En particular, como el conjunto vacio no tiene elementos, es imposible que exista algiin elemento en
este conjunto que no pertenezca a otro conjunto cualquiera A. Por lo tanto, se concluye que el conjunto
vacio es subconjunto del conjunto A.

Conjunto universal. Operaciones con conjuntos. Diagramas de Venn

Al trabajar con conjuntos es necesario definir un conjunto universal, en el que cada conjunto utilizado
sea subconjunto de él, y el cual debe tener a todos aquellos elementos que intervienen en el proceso o
problema a resolver. Por ejemplo, si trabajamos con el conjunto de niimeros pares, un conjunto univer-
sal posible es el conjunto de los nimeros naturales (N) o también el conjunto de los niimeros enteros
(Z). Si hablamos de los cuadrados, un conjunto universal podria ser el conjunto de los rectingulos o
bien el conjunto de todos los cuadrilateros, esto muestra que el conjunto universal no es unico y su
seleccion depende del proceso o problema que se aborde. Para simbolizar al conjunto universal se em-
pleari laletra U.

Ejemplo | gy par de conjuntos universal para los siguientes conjuntos: A={x /xeN} B={0}

y C={-1,-2,-3,-4,..}. Son las siguientes: U= {x/x€Z }, o bien, U= {x/x€R }.

Conlos conjuntos, al igual que con los niimeros, se pueden realizar algunas operaciones, tales como:
la union, la interseccioén, la diferencia y el complemento. A continuacién definimos estas operaciones.

Unioén de conjuntos: Dados dos conjuntos A y B, la unién de A y B, que se denota como AUB, es
el conjunto formado por todos aquellos elementos que estan en A o estan en B. En forma simbdlica y
por comprension:

AUB={x/xc€ Aox B}

Sean U={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, A={0, 1,2, 3,4, 5}, B={2,4, 6,8} y C={9}
Entonces: AU B={0, 1,2, 3,4, 5,6, 8},

BuC={2,4,6,8,9},

AUBUC=U.

Ejemplos

Interseccién de conjuntos: Dados dos conjuntos A y B, la interseccion de A y B, que se denota
como AN B, es el conjunto formado por todos aquellos elementos que son comunes a A y a B. En forma
simbdlica y por comprension:

ANB={x/xcAyx e B} ( o )

Nota: SiANB={ }=¢,los conjuntos Ay B se llaman conjuntos disjuntos o ajenos.
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. Sean los conjuntos U={0, 1,2, 3,4, 5, 6,7,8,9}, A={0, 1,2,3,4,5},B={2,4,6,8}y
Ejemplos c={9}

Entonces: A N B={2, 4}, BN C={}, ANBNC=¢, BN U=B.
Diferencia de conjuntos: Dados dos conjuntos A y B, la diferencia de A y B, que se denota como

A-B, es el conjunto formado por todos aquellos elementos que estan en A y no estan en B. En forma
simbolica y por comprensién: Agn —B

A-B={x/x € Ayx ¢ B} @J J

Si U={O) 1; 2) 3) 4; 5) 6} 7; 8; 9}) A={0; 1; 2) 3} 4; 5}) B={2; 4, 6) 8} Yy C={9}

Ejemplos
Entonces: A-B={0, 1, 3, S}, B-A={6, 8}, B-C=B,
B-U=¢, A-U={}, U-A={6,7,8,9}.

Complemento de conjuntos: Sean los conjuntos A y U, el complemento de A con respecto a U, que
se denota como A, es el conjunto formado por todos aquellos elementos que no estin en A pero que si
estan en U. En forma simbdlica y por comprensién:

A={x/x ¢ Ayx € U} Ac O

. Sean los conjuntos U={0, 1,2, 3,4, 5, 6,7,8,9},A={0, 1,2,3,4,5},B={2,4,6,8} y
Ejemplos C={9}

Entonces: A={6,7, 8, 9}, B={0,1,3,5,79},
Cc={0,1,2,3,4,5,6,7 8}, (AU B)={7,9},
(A M B)C ={Ol L35, 6) 7,8, 9}; UC:{ } ) ¢C=U-

U] Las operaciones entre conjuntos pueden ser convenientemente representadas me-

£ diante regiones o figuras cerradas del plano que son conocidos como diagramas de
Q B Venn. Dichos diagramas son de mucha utilidad al momento de comprender y resolver
problematicas que puedan plantearse en terminos de conjuntos. Por convencion, se
acostumbra representar al conjunto universal U con un rectingulo, mientras que cualquier subconjunto

del mismo, debera quedar incluido dentro del érea del rectingulo, y sus elementos quedaran dentro de
un circulo (o cualesquier curva cerrada) que lo represente. Asi, si A Uy B C U, entonces:

U
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_égtixidades de aprendizaje

Al) Investiga, reflexiona, argumenta y consulta con tu maestro o maestra, sobre las siguientes
cuestiones: ;Por qué en matemdticas no se define el concepto conjunto? ;Por qué un conjunto
debe tener un criterio de definicion claro y preciso?

A2) Tarea para investigar: ;Son correctas las siguientes igualdades entre conjuntos? Explica a tus
companeros y companeras tus respuestas.

(a) {31 7; S, 9}:{3) 5) 7,9, 7} (b) {31 1, 2}:{3r {1; 2}}
(c) {3,{1,2}}={{2,1},3} (d) {x/xeN y2x+8=18}={x/ 17<x<19}

A3) Sean los conjuntos A={1, 3, S, 7, 9}, B={0, 2, 4, 6, 8, 10} y C={0, 1, 2, 3, 4}. ;Cules de las
siguientes proposiciones son verdaderas (V) o falsas (F)?

leA  10¢B 8€B S5¢C___ 4eC 0¢C
2eBy2¢C 6eBy6¢gC 3eAy2¢C
3eAy2eA 6eAy6eC 10eBo6eA
2eBo2€A 8¢Bo8¢C 3eAo02¢C

A4) Sea el conjunto W={16, 12, 8, 4}. (a) Escribe S conjuntos que sean iguales a W, pero cuyos
elementos estén ordenados en forma diferentes. (b) ;Cuantos conjuntos iguales a W pueden
escribirse y que solo difieran en el orden de sus elementos?

AS) Expresar mediante el método de comprensién los siguientes conjuntos:

A={5, 10, 15, 20, 25, 30, 35{= B={1,3,5,7,11,13,17,..}=
C={1,3,5,7,9,11,13,15,17,...}= D=1{7,10,13,16,19,...}=
E={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}= F={2,4,8,16,32,64,...}=

A6) Expresar mediante el método de extension los siguientes conjuntos:
A={4x / x€Z ,4<x<20}= B={9x / xeN, x>25}=
C={x/ x€eN, x<5}= D={(x,y) /x+y=10}=
E={x/ x€Z, x+2=0}= F={t/teZ, £216=0}=

A7) De los siguientes conjuntos determina cuales son finitos, infinitos o vacios:
A={4x / xeN, 4<x<20} B={9x / xeN, x>25}
C={(x,y) /x+y=10} D= {x/ xeN}, x+2=0}

A8) Si T'y W son conjuntos,y TC W y WC T, entonces:

A9) ;Cuéntos subconjuntos tiene el conjunto S={1, 2, 3,4, 5} ?

A10) Sean los conjuntos N={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,... }, Z={ ..., -5, -4, -3, -2, -1,0, 1, 2, 3,
4,...},1={1,3,5,7,9, 11,...}, P={2,4,6,8,10,12,...} yD={1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}. Escribir
“Falso” o “Verdadero’, segun sea el caso en las siguientes relaciones:

IcN DcZ PN 0¢N NcZ ZaN PZZ Pcz
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A11) Dar al menos un conjunto universal para los siguientes conjuntos:
F={x/x-5=0}, G={5,10,15,20} y H={x/xeNy x>4}

A12) Sealos conjuntos U=Z ={..., -2,-1,0,1,2,3,..}, Z ={..,-3,-2,-1}, Z"={0,1,2,3,.},
N={1,2,3,4,5,7,8,9..},P={2,4,6,8,.} eI={],2,3,5,...}. Realiza las siguientes operaciones:

U P= N-P= (Z -27)¢=
ARV AL N-I= (PUI)=
NUP = Z-N= (PN ID)c=
Z*UN= (z)ynz )= N‘NZ =

A13) Si A, B,y C son subconjuntos cualesquiera del conjunto universal U, cuales de las siguientes
relaciones u operaciones son Falsas o Verdaderas:

APA=A___BUB=B___C-C=@___ANB=BNA__ U=Q (A=A
ANQ=0 _BU@=B___ @-C=0___A-@=A__BNB=@  CuC=U

Al4) SiU={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},A={1,2, 3,4} yB={3, 4, 5, 6}, localice en diagramas de Venn
los elementos de: U, A, AUB, ANB, A-B, B-A, Ay Be.

A15) En una entrevista efectuada por teléfono a 200 personas se encontré que en los domingos:
95 personas van al cine, 120 ven television en casa, 70 hacen las dos cosas, mientras que el resto
ni van al cine ni ven television. Utilizando los diagramas de Venn determine ; Cudntas personas
de las entrevistadas: (a) van tinicamente al cine sin ver televisién?, (b) ven tinicamente televi-
sién sin ir al cine? y (c) no hacen ninguna de las dos cosas?

A16) En un barrio donde hay 31 personas, 16 compran en el mercado, 15 enlabodegay 18 en el su-
permercado; 5, en los dos ultimos sitios; inicamente 6, en los dos primeros; y 7, en el primero y
ultimo. ;Cudl es el menor numero de personas que podrian comprar solamente en el mercado?

A17) Dos ciudades, A y B, se encuentran a una distancia de 300 km. De estas ciudades, salen dos
ciclistas al encuentro uno de otro, avanzando a una velocidad de 50 km/h. Junto con el primer
ciclista de la ciudad A, sale volando una mosca a una velocidad de 100 km/h. La mosca adelan-
ta al primer ciclista y vuela el encuentro del segundo, que parti6 de B. Al encontrarse con €], la
mosca da la vuelta en direccién al ciclista A. Encontrandose con éste, da nuevamente la vuelta
hacia el ciclista B y asi contintia sus vuelos, hacia adelante y hacia atras, hasta que los ciclistas
se encuentran. Después la mosca se tranquiliza y se posa en la gorra de uno de los ciclistas.
;Cuéntos kilémetros vuela la mosca?
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1 2 Concepto de numero y sistema numerico

:Como surgieron los nimeros? Es dificil saberlo con exactitud, sin embargo, en base a investigaciones
histéricas y antropoldgicas se pueden hacer conjeturas. Parece razonable suponer que el hombre pri-
mitivo tuvo alguna nocidn intuitiva de “mds que” y “menos que”. En la evolucion de la civilizacidn, los
recursos del entorno posibilitaron algunas formas de dar respuesta a las preguntas cuantitativas relacio-
nadas con los fenémenos u objetos.

Para responder a la pregunta de ;Cudnto..? Se puede hacer sin los
simbolos numéricos o numerales, basta con algun sistema de registro
o conjunto de referencia, tales como: marcas en la arena, muescas cor-
tadas en un trozo de madera, nudos enlazados en un cordel, guijarros
en una bolsa o los dedos de la mano. Cualquiera que sea el instrumen-
to u objetos usados para formar el conjunto de referencia, el principio
involucrado en el conteo siempre es el mismo: una asociacién o apa-
reamiento entre los objetos que deben ser contados y el conjunto de
referencia.

A partir de esto, y en un proceso de abstraccion creciente, el hom-
,’ 0 bre desarrollé un conjunto de palabras para ser usado como un con-
junto de referencia mds conveniente o para mantener el registro de
“cuantos”. El siguiente paso consistié en pasar del lenguaje oral al es-
crito, después a los simbolos y al desarrollo de sistemas de numera-
cion, finalmente a los sistemas numéricos.

Un sistema de numeraciéon es un conjunto de simbolos que se
usan para asignar simbolos numéricos a los nimeros (numerales).
Como ejemplos mas conocidos tenemos el sistema de numeracion
romana (I, II, IIL, IV, V, etc.) y el sistema de numeracién decimal (0,
1,2,3,4,5,6,7,8y9).

Un sistema o conjunto numérico estd compuesto por un conjun-
to de nimeros, operaciones definidas en los nimeros del conjunto, y reglas que rigen dichas operacio-
nes. Estos tres componentes del sistema determinan su estructura matemdtica. Cualquier cambio en
uno de los componentes modifica el sistema y por ende su estructura.
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/| 3 El conjunto de los nimeros naturales

Desde la primaria y la secundaria has estado haciendo calculos y resolviendo problemas matemiticos en
diferentes sistemas o conjuntos numéricos. Estos conjuntos son fundamentales para el trabajo y apren-
dizaje matemético que se desarrolle posteriormente, por lo cual es necesario que a continuacién los
recordemos y, ademds, profundicemos en el estudio de sus operaciones y propiedades.

Empezaremos con el més conocido y utilizado por la mayoria de las personas, nos referimos al siste-
ma o conjunto numérico de los nimeros naturales, que son los que cotidianamente utilizas para contar y
resolver problemas de tu entorno. En notacién de conjuntos los niimeros naturales se representa como:

& | N={1,2345678910,1,12,.) >

Observa que el conjunto de los nimeros naturales es un conjunto infinito, ;por qué? Reflexiona y
explica tu respuesta:

Hay que mencionar que algunos autores incluyen al cero (0) en el conjunto N, otros no, atendiendo
a diferentes criterios, esto es convencional. En este texto el cero se incluird dentro del conjunto de los
numeros enteros. Asi, si al conjunto de los naturales le agregamos el cero obtendremos el conjunto de
los nimeros enteros no negativos, que se denotan como:

z ={0,1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10, 11,...}

Los elementos de Z* pueden ser representados geométricamente asociandolos a puntos equidistan-
tes uno del otro de una linea recta de la siguiente manera:

origen -) a b W«? sentido positivo
1 1 T L] ] =

01 23 45 6 7 8 9101 12.
Orden en los numeros naturales

Observa como la recta numérica de Z* representa también una sucesion ordenada de los numeros
naturales, pues: 1 es menor que 2 (1<2), 2 es menor que 3 (2<3), etc. Simbélicamente esto se denota
como:

1<2 <3 <[ ]<5<6 <[ ]<8 <[ ]<10 <[ ]<12...

En general, dados dos niimeros naturales cualquiera a y b, sib estalocalizado en la recta numérica de
Z* al lado derecho de a, entonces b es mayor que a, y se simboliza como: b> a (b mayor que a) o a <b
(a menor que b). De donde:

2>[1];3>2];4>[ ] 5> [ 6> 7> >7:0>8: [ 9[> 10; [ P 1t...

Por ultimo, si comparamos las magnitudes de dos nimeros naturales n y m, resulta légico concluir
que no pueden ser simultdneamente iguales y diferentes, y en caso de que sean diferentes, necesaria-
mente uno de ellos es mayor que el otro. Esto se conoce como ley de la tricotomia. Dados my neN, se
cumple unay solo una de las siguientes relaciones: (m<n| [m=n] [m>n.
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Operaciones bdsicas de los nimeros naturales

Con los elementos del conjunto de los naturales, como en todo sistema numérico, se realizan ciertas
operaciones bésicas (como la suma, la resta, la multiplicacién y la divisién) que cumplen con ciertas
reglas o propiedades generales.

SiaybeN, entonces las operaciones basicas se representan como:

+¢ Suma o adicién: a+b. Ejemplo: 12+100= 112.

% Resta o sustraccion: a-b. Ejemplo: 325-279=46.

% Multiplicacién: axb= (a)(b)=a - b= ab. ﬁ Ejemplo: Sx4=(5)(4)=20.

% Division:a+ b= <% e 9, & bla . Ejemplo: 12 + 4=3 <12 =3,

Enlasuma a+b, a y b se llaman sumandos, de donde, en 12+100=112, 12 y 100 son sumandos de 112.
En la multiplicacion axb, a y b se llaman factores, asi en 5x4=20, S y 4 son factores de 20. También los
nimeros 60,20y 32 son sumandos de 112, en tanto que 10y 2 son otro par de factores de 20. (Por qué?)

Multiplos y divisores de un nimero natural

En la multiplicacién anterior de 5x4=20, se dice que el 20 es un miltiplo de los factores S y 4. En tanto
que los factores S y 4 son divisores de 20, ya que 20+5=4 y 20+4=5. De igual manera, 15 es un multiplo
de1,3yS5,yaqué, 15=1x15=3x5=5x3.Y, a su vez, 1,3 y § son divisores de 15, ya qué, 15+1=15, 15+3=5
y 15+5=3.

De donde, un muiltiplo (c) de un nimero natural (a), es el nimero que resulta de multiplicar el nd-
mero natural (a) por otro nimero natural (b), o incluso por si mismo. Mientras que, un divisor (a o b)
de un niimero (c) es todo aquel nimero que lo puede dividir de manera exacta. Dicho de otra manera,
los factores de un niimero natural, son a su vez divisores de dicho nimero. Generalizando:

{53 Seana, by ceN. Si: axb=c & cra=b y c+b=a. Siademds, ay b=l,
y i y

=)

&3P entonces, también, c>ay c>b.

Si multiplicas por 2 a todos y cada uno de los elementos del conjunto de los niimeros naturales, ob-
tienes un nuevo conjunto P= {2, 4, 6, 8, 10, 12,...} llamado naturales pares que es a su vez subconjunto
de los naturales. Si factorizamos los elementos de P, obtendremos que:

P={2,4,6,8,10,12,... }={2x1, 2x2, 2x3, 2x4, 2x5, 2x6,... }= {p / p=2n,neN }

De donde, concluimos que los elementos “p” del conjunto P de los niimeros naturales pares son mul-
tiplos de 2 y pueden representarse, en general, como p=2n, con n€N. Si ahora, a todos y cada uno de los
elementos de P le restas uno, ;qué conjunto conocido resulta? I={ }. De donde, el conjunto
de los naturales impares puede escribirse también como:

1={1,3,5,7,9,... }={[(2x1)-1], [(2x2)-1], [ (2x3)-1],... }={w / ) }
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;Si multiplicas dos nimeros naturales pares, el resultado es también par? . Este resultado es im-
¢ ) -

portante, analicémoslo més en detalle, primero en lo particular y después en lo general. Inmediatamente
nos percatamos de que: 2x4=8(par), 4x6=24 (par), y en general, p,xp,=2n,x2n,=2x2xn,xn, (par, ;por
qué).

Cuando un niimero natural, diferente de uno, tiene como unicos factores o divisores al uno y él mis-
mo, se llama niimero primo. En caso de que tenga mas de dos divisores (o factores), se llama niimero
compuesto. Asi, como los tinicos divisores de 7 son el 7 y el 1, entonces, 7 es nimero primo. Mientras
qué, el 15 es un nimero compuesto, ya que tiene tres divisores (;Cuales son? )

Al proceso de descomponer un niimero cualquiera como producto de factores, se le llama factoriza-
cion. Ejemplos: 60=2x2X3xS = 4x15=2x30 = 12x5 = 10x6 = 3x20 y 42=2x3x7=6x7=2x21=3x14. De
donde, el 60 y el 42 son numeros compuestos. Observa como en las factorizaciones posibles de este par
de niimeros, aparece una factorizaciéon donde todos los factores son nimeros primos. De hecho existe
el teorema fundamental de la aritmética donde se establece que:

Teorema Fundamental de la Aritmética
Todo nimero natural compuesto puede expresarse de forma inica como
un producto de nimeros primos.

Un procedimiento practico para factorizar un nimero, por ejemplo el 60, en sus factores primos es
el siguiente:

60 + 2= 30 = 60 = (2)(30) 6012
30 +2=15 =30 = (2)(15) 3012
15+3=5=15=(3)(5) 153
5+5=1=>5=(5)(1) ?LE

", 60=2x30= 2x(2x15)= 2x2x(3x5)=2x2x3xS

Actividades de aprendizaje

A1) ;Como se llama el siguiente conjunto? N={+1, +2, +3, +4, +5, +6,+7,... }

A2) ;Quién tiene més elementos de A y B? compara:

Al |12©@B

A3) ;Cuéntos cuadrados hay en esta figura? Cuenta:

A4) ;Cuil es el resultado de esta suma? Cuenta:

1+3+5+7+...+47+49+50=?
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AS) Completa con los simbolos “>” (mayor que) o “<” (menor que) para que las siguientes expre-
siones sean proposiciones correctas:

39[ 12 ; 4[ ]9 ; 213[ 140 ; 2[ |1 ; 127[ ]24S5 ; 123[]2S.

AG6) (a) Si: a, by ceN, y se cumple que, a=b+c. ;Qué relacién de orden existe entre a, by c?
alJb blla a[]c c[Ja b[]c c[]b
(b) Si: 4, by ceN, y se cumple que, a<b y c>b. ;Qué relacién de orden existe entre a y c?
al Je
A7) Aarén tiene una tarjeta de crédito con un saldo a favor de $18,500.00, entra a una tienda de au-
toservicio y realiza las siguientes compras: una camiseta de $168.00; un pantalon de $579.00;

unos zapatos tipo tenis de $1,230.00 y un teléfono celular de $4,985.00. ;Cual es su saldo des-
pués de pagar las compras con su tarjeta?

A8) (a) Un automévil recorrié una distancia de 1,190 kilémetros en un tiempo de 14 horas. ;Cual
fue su velocidad promedio de viaje? (b) ;De cuantas maneras se le pueden poner las 4 llantas
nuevas al automovil?

A9) Completa con los simbolos “>” (mayor que) o “<” (menor que) para que las siguientes expre-
siones sean proposiciones correctas:

127+315 [ ] 245+232 ; (213-179)[ ] (140+4) ; (123+27)[ ](25)(7).

A10) Si: a, by ceN, y se cample que, b>a. ;Cudles de las siguientes relaciones son verdaderas?

b+c>a+c b-c>a—c be>ac

A11) Un caracol trepa en linea recta por una pared de 15 metros, empezando desde la base. Cada
hora sube un metro, pero su esfuerzo es tan grande que al final del primer metro descansa
2 minutos, al final del segundo metro descansa 4, y asi sucesivamente hasta llegar al final.
:Cudntos minutos tardara en llegar arriba?

A12) Una nifia traviesa toca la puerta a intervalos iguales de tiempo. Si toca 6 veces la puerta en un
tiempo de 35 segundos, ;cudnto tardaré en tocarla 12 veces?

A13) Encuentra S rectingulos diferentes cuyas medidas de sus lados sean niimeros naturales, y
cuyo perimetro sea igual a 200 metros. Ademds, determina cudl de los rectiangulos tiene el
drea maxima. ;De qué depende el drea de estos rectangulos?

A14) Sofia planea hacer unarifa, y decide elaborar 100 niimeros numerados del 1 al 100, la persona
que participe seleccionard un nimero al azar y pagara una cantidad en pesos igual al nimero
seleccionado. Si el objeto que se rifa tiene un costo de $875.00, ;cuinto ganarfa Sofia si logra
vender todos los nimeros?

A1S) ;Cual ser4 el costo de 120 varillas de 24 metros de longitud por unidad, si cada metro lineal
cuesta $15.00?

A16) ;Cuéntas parejas diferentes de factores naturales existen cuya multiplicacién da como resul-
tado 19?2
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A17) En las siguientes multiplicaciones, detras de cada carita estd oculto un digito, ;eres capaz de

encontrarlos? ) 1 @
3@2*
IF:—::\‘ = 3 .-._-. 2 =N
) 1@8&30
A18) Verificar que las formulas de sumatoria:
14243+...+(n+1)+n= f@ 124224324 . +n?= 1'@—“)6(2—"”)
son vélidas para los nimeros naturales 4, 5, 8, 9, 12, 17 y 20.

A19) Completa lo siguiente:
» 4 multiplos de 8 son:
» 2 factores de 6 son: y
» 2 factores de 42 son: y
» 3 divisores de 6 son: y y
A20) Factoriza el 90 en todas sus formas posibles: 90= . ¢Alguna

de estas factorizaciones est4 formada inicamente de factores primos? En caso afirmativo escri-

bela:

A21) Encuentra 10 nimeros que sean multiplos de 3, y 10 niimeros que sean multiplos de 8. Ade-
més, determina tres nimeros que sean multiplos comunes para este par de niimeros y encuen-
tra cual es el menor de ellos.

A22) Intenta elaborar o construir una argumentacién (o demostracién) matemética convincente
para el siguiente teorema: Si se multiplica un nimero natural par por si mismo, el resultado es
también natural par. (Coméntalas con tu maestra o maestro)

A23) Encuentra los divisores de 50, y determina si se trata de un niimero primo o de un niimero
compuesto. Si es nimero compuesto, factorizalo en sus factores primos.

A24) Determina el conjunto de los nimeros primos menores que 100.

Potencias de un nUmero natural

Si en una multiplicacion los factores se repiten, la operacion se puede abreviar a
través de potencias. Por ejemplo, la factorizacion de 60=2x2x3xS, se puede abre-
viar como: 60=22x3x5; de donde, la potencia 22=2x2. De igual manera, el volu-
men (V) de un cubo de lado a=3 cm puede expresarse como:

V= (3 cm)(3 cm)(3 cm)=(3 cm)3=27 cm?.

O en general: V= axaxa= a3

La multiplicacion abreviada en forma de potencias, como 33 o a3, resulta ser fundamental para la
comprension y desarrollo de la conceptualizacion y operatividad algebraica. En suma, en una potencia
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el nimero que se multiplica por si mismo se llama base y el nimero que indica las veces que se multi- -
plica la base se llama exponente, asi, en 27=2x2x2x2x2x2x2=128, el 2 es la base y el 7 el exponente de
la potencia 27, mientras que el 128 es el valor de la potencia o el resultado del proceso de potenciacién.

En general, siae N y neN, la multiplicacién del nimero natural a por si mismo n veces se representa
como:

axaxaxax..xa=a
Donde: a es la base y n (veces que se repite el factor a) es el exponente
dela potencia a”.

Eiemplos | 4x4x4=43 ; 13x13xI3x13x13=135 ; 9XIXIXIXIXIXIXI=98,

Nota: Cuando el exponente de una potencia es 1, la escritura de dicho exponente suele omitirse, o
sea, su escritura es opcional. Asi: 41=4, 321=32, y al=a.

Como las potencias son finalmente nimeros, entonces también se pueden realizar con ellas las ope-
raciones basicas y derivar de las mismas algunas propiedades importantes. Por ejemplo, podemos gene-
ralizar las siguientes operaciones:

72 x 73 =(7x7) x (7x7x7)=75=72+3
(52)3 =52x52x 5% =(5x5)x(5xS5)x(5x5) =56 =52+3
(3x2)4=(3%2)(3x2) (3x2)(3x2)=(3x3x3x3) (2x2x2x2 ) =34x2+

para obtener las siguientes leyes de exponentes para las potencias:

Si: a, b, m, neN, entonces:

anxam= gn+m ; (an)m=agrm ;i (axb)m=arxb

Conla notacién y propiedades de las potencias se puede facilitar la escritura y los célculos de opera-
ciones complejas como las siguientes:

2X2x2x2x2x2x2=27=128

(2x2x2x2x2x2x2 ) x (5x5%5)=27 x §3= 128x125=16000
(8x8x8x8x8) x(6x6x6x6)=8"x 61= X =
(7x7x7)x(7x7x7x7x7 ) =7 7H=78+0=
(20x20)x(20x20x20x20x20x20x20x20) =202 x 208 =20"=
I%32%34=35+2+4ly L

(63)¢=67=
(24)2 x (23)5= 20 (32 x53)2= (32)2 x (53)2= " =
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Algunas relaciones entre la suma, la multiplicacién y la divisidn

En ciertas ocasiones es necesario realizar sumas con numeros naturales repetidos. Por ejem-
plo: ;Cul es el costo total de 6 CDs, si cada uno de ellos tiene un precio de $5? La solucion es:
$(5+5+5+5+5+5)=$30. Esta operacion, como ya sabes, por conveniencia se abrevia de la siguiente ma-
nera: 5+5+5+5+5+5=6x5=30.

Esto es importante porque muestra que, en general, la multiplicacién puede ser considerada como
una suma abreviada. De donde, siaeNy meN, y se tiene la suma de m veces el nimero natural g, en-
tonces:

atat+ata+..ta=mxa

 mveces a ,

6+6+6+6+6+6+6=7x6=42
16538=1x16538
8+8+5+5+5=(2x8)+(3x5)=16+15=31

22 +22 422 +22 422 =5 x 22= 5x4=20
(4+6)+(4+6)+(4+6)=3x(4+6)= 3x10=30
(a+b)+(a+b)+(a+b)=3 x (a+b) ;aybeN.

Ejemplos

Otro resultado que muestra una relacién especifica entre la division, la multiplicacion y la suma de
numeros naturales, es el conocido e importante algoritmo de la division. Para ilustrarlo, analicemos
las siguientes divisiones:

2 (=c) 3 (=c) 6 (=c)
(d=)3[7 (=D)  (d=)9[31 (=D)  (d=)15[100 (D)
1(=r) 4 (=r) 10 (=r)

En los tres ejemplos anteriores se observa que: D, d, cyr €N, D>d, r<d, y, ademis, d no es divisor de
D,y finalmente que 7=(3x2)+1, 3l1= 100=

Generalizando los ejemplos anteriores:

Algoritmo de la division:
Cuando D y deN, D>d y, ademés, d no es divisor de D,
entonces, existen los naturales c y r<d, tales que:
D=dc+r.

Otro ejemplo: 21 y 9 son naturales, 21>9, 9 no es divisor de 21, por tanto existen los naturales c=2 y
r=3<9, tales que: 21=(9x2)+3.
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Actividades de aprendizaje

Al) Cuatro parejas de amigos se reinen para una cena. Al final de la cena, Ana se ha comido 4
tortillas; Eloiza, 3; Sofia, 2, y Cinthya, 1. Marcos se ha comido las mismas que su mujer; Aardn,
el doble que la suya; Manuel, el triple que la suya, y Héctor, cuatro veces mas que la suya: Si en
total todos se comieron 32 tortillas. ; Cémo estan formadas las parejas?

A2) Abrevia y/o encuentra el resultado d<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>